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Анотація. Інформаційно-телекомунікаційний робот (ІТР) – це кластер прецизійних мобільних ме-

ханічних об’єктів (сенсорів або мультисенсорів), що виконують єдине завдання стосовно моніто-

рингу території або її охорони чи координат розташування об’єктів пошуку. ІТР оснащені         

бездротовими телекомунікаційними системами та високопродуктивними малогабаритними бор-

товими комп'ютерами, які дозволяють використовувати хмарні технології та туманні обчислен-

ня. Групу безпілотних літальних апаратів (БПЛА), що виконують спільне завдання (наприклад, 

пошук потерпілих під час стихійного лиха) та оснащені взаємодіючими бездротовими телекому-

нікаційними системами, можливо розглядати як літаючий ІТР. Як можливу технічну реалізацію 

ІТР розглядають також мобільні сенсорні мережі (роботизовані сенсорні мережі та системи). З 

теоретичної точки зору, ці об’єкти керування можуть бути класифіковані як складені динамічні 

системи (СДС). У науковій літературі траєкторії складених динамічних систем називають розга-

луженими. Ці траєкторії складаються з ділянок спільного руху підсистем СДС і ділянок їх індиві-

дуального руху до цілі вздовж окремих гілок траєкторії. Аналіз фізичного змісту явищ, які супро-

воджують процес функціонування ІТР, а особливо мобільних, показує, що ІТР перебувають під ви-

падковим впливом. Тому як модель функціонування ІТР слід розглядати стохастичну СДС. Для ви-

рішення задачі оптимізації процесу керування стохастичною СДС постає завдання щодо розвитку 

методу стохастичного динамічного програмування при повній інформації про вектор стану ІТР. У 

статті описано розв’язання задачі оптимізації керування стохастичною складеною динамічною 

системою з довільною схемою розгалужень за умови наявності повної інформації про вектор ста-

ну. 

Ключові слова: оптимальне керування стохастичними системами, складені динамічні системи, 

траєкторія з розгалуженням, необхідні та достатні умови оптимальності. 

 

Abstract. The paper is focused on an information and telecommunication robot (ITR) that is a cluster of 

precision mobile mechanical objects (sensors or multisensors) that perform a common mission concerning 

either monitoring or protection of the territory or the coordinates of the search objects location.ITRs are 

equipped with wireless telecommunication systems and high-performance small-sized on-board computers 

that allow the use of cloud technologies and fog computing. A group of unmanned aerial vehicles (UAVs) 

that perform a common mission (such as searching for victims of natural disasters) and are equipped with 

interoperable wireless telecommunications systems can be considered as a flying ITR. Mobile sensor net-

works (robotic sensor networks and systems) are also considered as a possible technical implementation 

of ITR. From a theoretical point of view, these control objects can be classified as composite dynamic sys-

tems (CDS). The article also analyzes the notion of trajectories of composite dynamical systems that are 

called branched trajectories in the scientific literature. These trajectories consist of several sections of 

joint movement of CDS subsystems and some sections of their individual movement to the targets along 

separate branches of the trajectory. Analysis of the physical content of the phenomena that accompany the 

process of ITR (and especially of mobile ITR) functioning has shown that such clusters are under acci-

dental influence. Therefore, stochastic CDS should be considered as a model of ITR functioning. To solve 

the problem of optimizing the process of stochastic CDS control, there arises a task of developing a meth-
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od of stochastic dynamic programming with complete information about the vector of the ITR state. The 

article describes a solution to the problem of stochastic composite dynamic system control optimization, 

with an arbitrary branching scheme provided that complete information about the state vector is availa-

ble. 

Keywords: optimal control, stochastic systems, compound dynamic systems, branching trajectory, neces-

sary and sufficient optimality conditions. 
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1. Вступ 

Адекватною моделлю функціонування ІТР в умовах дії збурюючих факторів вважаємо ро-

зривну стохастичну СДС, ефективність функціонування якої залежить від вибору моментів 

часу, в які відбуваються структурні перетворення СДС, а також від координат вектора ста-

ну СДС в ці моменти часу при умові оптимального керування СДС в інтервалах часу між 

послідовними структурними перетвореннями [1–5]. 

Математичні моделі розривних систем описують або звичайними диференціальни-

ми рівняннями, або стохастичними диференціальними рівняннями з кусково-

неперервними правими частинами. Дослідження ознак і властивостей оптимальних рішень 

для розривних систем формувалося з середини минулого століття під впливом робіт       

Л.С. Понтрягіна, М.М. Красовського. В.А. Троїцького, В.Г. Болтянського, Р.В. Гамк-

релідзе, В.І. Уткіна, А.А. Красовського. На сьогодні загальна теорія розривних систем роз-

винута в роботах Брайтона, Хою Ши, В.А. Боднера, Л.Т. Ащепкова, Б.Ф. Кротова, А.М. 

Самойленка, М.О. Перестюка, А.А. Асланяна, О.І. Лисенка та інших авторів. У більшості 

робіт задача керування такого роду системами формулювалася як задача керування детер-

мінованими розривними системами. У стохастичній постановці при повній інформації про 

вектор стану розривної системи розглядалося застосування лише стохастичного принципу 

максимуму, який дозволяє сформулювати необхідні умови оптимальності керування роз-

ривною стохастичною СДС [6]. У дисертації [24] викладені методи оптимального керуван-

ня детермінованими СДС. Робіт, які б дозволяли сформулювати необхідні та достатні умо-

ви оптимальності керування стохастичною СДС при повній інформації про вектор її стану 

в загальній постановці, немає [6–22]. 

Саме розв’язанню задачі оптимізації керування розривною стохастичною складе-

ною динамічною системою з довільною схемою розгалужень при умові наявності повної 

інформації про вектор її стану присвячена ця стаття. Розв’язання задачі виконано шляхом 

формулювання та доведення у вигляді теореми необхідних та достатніх умов оптимально-

сті керування розривною стохастичною СДС при повній інформації про вектор її стану. 

Мета статті – розвиток методу стохастичного динамічного програмування при 

повній інформації про вектор стану в задачі оптимального керування інформаційно-

телекомунікаційним роботом із довільною схемою розгалужень траєкторії його руху. 

 

2. Постановка задачі 

Застосуємо використані у [2–5, 19–24] поняття підсистема, блок, гілка, момент часу струк-

турного перетворення. Розповсюдимо ці поняття на розривні стохастичні СДС, що пере-

міщуються вздовж траєкторій із розгалуженням. Представимо розривну стохастичну СДС 

у вигляді розривної стохастичної СДС із змінним розміром векторів стану, керування, збу-

рення, що діє на систему. 

Математична постановка задачі пошуку оптимального керування розривною стоха-

стичною складеною динамічною системою з повною інформацією про вектор стану систе-

ми набуває такого вигляду: 
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()iU  – кусково-неперервне керування. 

Підкреслимо, що записані вище функціонали, функції, змінні та параметри мають 

той самий зміст, що і в задачі, яка розглядалася в [23]. Умову (3) потрібно задавати таким 

чином, щоб вона не суперечила умові (5).  
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i i
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Виконаємо перетворення виразу (9) з використанням властивості марковості про-

цесу 1
( ), , ( 1, )

i i i
X t t t t i N , а також властивостей наступних операцій: обчислення 

повторного математичного сподівання; обчислення мінімуму у вигляді послідовності опе-

рацій мінімізації, кожна з яких виконується на інтервалі часу ,
i N
t t , який занурено в опе-

рацію мінімізації в інтервалі часу 
1
,

i N
t t  ( 1, 2,...,1)i N N  із урахуванням того фак-

ту, що керування на наступному інтервалі часу не впливає на зміну вектора стану СДС на 

попередньому інтервалі. 
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де 
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і отримаємо стохастичні рівняння Беллмана [11–16]: 
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із граничними умовами  
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Розв’язуємо рівняння (13) з урахуванням граничних умов (14) для фіксованих мо-
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З урахуванням вище викладеного, формулюємо остаточний результат. 

Теорема 1. Нехай існує скалярна функція 
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3. Розвиток методу стохастичного динамічного програмування 

З теореми1 випливає першій наслідок, який стосується розвитку методу стохастичного ди-

намічного програмування для стохастичної СДС із схемою розгалуження траєкторії, яка 

складається з центральної гілки та бокових гілок, і при цьому підсистеми після відокрем-

лення між собою не взаємодіють. 

Розв’язок цієї задачі безпосередньо випливає з теореми 1. 

Постановка задачи: 
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торна функція; ( , , )
q q q
x u t  – матрична функція розміру ; ( )

q q
n W t  – 

q
-вимірний 

вінерівський процес із коваріацією прирістів 
q
I dt  (

q
I  – одинична матрица разміру  

)
q q . Керування ( ( ), )q q

u x t t  називають допустимим, якщо функція ( ) ( ( ), )
q q q
u t u x t t  

– кусково-неперервна і приймає значення із множини 
q
 і при цьому рівняння  

( , ( , ), )q

q q q q

d x
f x u x t t

dt
 

при кожному фіксованому *
( ) *

q q q
x t x  має єдиний розв‘язок на интервалі 

*
[ , ]( , * 1; , * ; 1, ; 1, ).
q q i
t t q i q i q ij q i i k j r  

Розв’язок поставленої задачі сформулюємо у вигляді теореми. 

Теорема 2. Нехай існують скалярні функції 

( ( ), ; ), [ , ]( 1, ; 1, )
ij ij ij i ij i
V x t t t t t t i k j r , 

11 1 11 1 1 1
( ( ), ; , ,..., ; , ,..., ;...; , ,..., ), [ , ]

i i ki i i i ir i i i r k k kr k k
V x t t t t t t t t t t t t t t , від яких можливо об-

числити неперервні частинні похідні

 

2

, , ( , ; 1, ; 1, )q q q

iT
q q q

V V V
q i ij i k j r

t x x x
, допу-

стиме керування ( ( ), ),
q q
u x t t  *[ , ]q qt t t

 
( , * 1; , * ; 1, ; 1, )

i
q i q i q ij q i i k j r , 

вектор 
1 20 1 11 1 2 21 2 1

( , , ,..., ; , ,..., ;...; , ,..., )
kr r k k kr

T t t t t t t t t t t , початкова точка 1 0
( )x t , що задо-

вольняють стохастичним рівнянням Беллмана: 
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( )

2

inf ( , , ) ( , , )

1
( , , ) ( , , ) ,

2

q q

T
q q

q q q q q qu t
q

q T
q q q q q qT

q q

V V
x u t f x u t

t x

V
tr x u t x u t

x x

                         

 (22) 

які повязані між собою рекуррентними граничними умовами: 

1

1 1 1 1 1

( ( ), ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), )

( ) ( ( ), , ,..., ; ; , ,..., ),

i

i k

r

q q q q q q q q ij ij i i
j

i i i i i ir i k k kr

V x t t S x t t q V x t t

q V x t t t t t t t t
 

1 1

( , 1, ; 1, ; , , 1, ,

1, 1, ;...; 1, 1, ),
i k

k

q ij i k j r q i i k j r

q k j r i j r
 

1, ( 1, ),
( )

0, ( 1, ; 1, );

1, ( 1, 1),
( )

0, , ( 1, ; 1, )

i

i

q i i k
q

q ij i k j r

q i i k
q

q k ij i k j r

                                           (23) 

із урахуванням умови (20) та умови 

1 0 0 0 0 1 1 11 11 1 1 2 2 1 11 1 2 2

1 2

( )

1 1 0 0 1 11 1 2 21 2 1

ˆ
inf inf inf inf ... inf inf ... inf inf ...

... inf ( ( ), ; , ,..., ; , ,..., ;...; , ,..., ).
r r r r k k k k

k
kr krk k

x t X t t t t t t t

r r k k krt

J

V x t t t t t t t t t t t
                    (24) 

Тоді керування 
ˆ
( ( ), ),

q q
u x t t  *

[ , ]
q q

t t t  ( , * 1; , * ; 1, ; 1, )
i

q i q i q ij q i i k j r , 

вектор 
ˆ
T , початкова точка 1 0

ˆˆ
x t  є оптимальними. 

Рекомендації стосовно процедури пошуку розв‘язку задачі стохастичної оптимізації 

керування СДС у постановці (16)–(20) із використанням теореми 2 полягають у такому. 

Для фіксованнх моментів часу ( 0, , ; 1, ; 1, )
q q i
t q i ij i k j r  виконується пошук 

розв’язку рівняння (22) з виконанням граничних умов (20), (23). При цьому спочатку 

розв’язуються рівняння, що відповідають боковим гілкам траєкторії СДС, тобто для 

, 1, ; 1, .
i

q ij i k j r  Після цього, починаючи з кінця траєкторії, розв’язується рівняння 

(22), що відповідає центральній гілці розгалуженої траєкторії. У підсумку отримуємо, що 

11 1 1 0 0 1 11 1 1
( ( ), , ; ,..., ;...; ; ,..., )

kr k k kr
V V x t t t t t t t t , тобто 

1
V  залежить від 

1 0 0
( ), , ( , ; 1, ; 1, )

q i
x t t t q i ij i k j r  як від параметрів, оптимальні значення яких об-

числюються згідно з (24). 
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З теореми 1 випливає другий наслідок, який стосується розвитку методу стохастич-

ного динамічного програмування для стохастичної СДС із урахуванням взаємодії підси-

стем. 

Як приклад розглянемо математичну постановку задачі у вигляді 

 

1

0

2

1

3

2

1 0 1 1 0 0 1 1 1

2 21 1 22 1 1 1 1 1 1

2 21 22 21 22 3 3 2 2

2 21 2 22 2 2 3 3 3 3 3 3 3

( , , ( )) ( ( ), ) ( , , )

( ( ), ( ), ) ( ( ), )

( , , , , ) ( ( ), )

( ( ), ( ), ) ( , , ) ( ( ), ) inf

t

t

t

t

t

t

J U T x t E B x t t x u t dt

B x t x t t S x t t

x x u u t dt B x t t

S x t x t t x u t dt S x t t ,

          

(25) 

1 0 0 1 0 1 2 3
( ) , ( 0,1,2,3), , ,

i i i i
x t X t i t t t t               (26) 

21 1 1 1 1 1 3 2 2 21 2 22 2 2
( ) ( ( ), ), ( ) ( ( ), ( ), )

( 1,2; 1, ),
j j j j
x t x t t x t x t x t t

i j N
                  (27) 

( ) ( , , ) ( , , ) ( ),
i i i i i i i i
d x t f x u t dt x u t dW t

                                  
(28) 

( ) , ( ) , ()imn
i i i i
x t R u t R u  – кусково-неперервно, 1,3,

1
[ , ],
i i

t t t i  

2 2 2 2 2 2 2 2
( ) ( , , ) ( , , ) ( ),

i i i i i i i i
d x t f x u t dt x u t d W t                       (29) 

2

2 2 2 2
( ) , ( ) , ()imn

i i i i
x t R u t R u  – кусково-неперервно, 1 2

[ , ], 1,2.t t t i  

Задача (25)–(29) є окремим випадком задачі (1)–(7). Розв’язок задачі (25)–(29) дає 

така теорема.  

Теорема 3. Припустимо, що існують скалярні функції 

3 3 3 2 3 2 21 22 2 3 1 2
( ( ), ; ), [ , ], ( ( ), ( ), ; , ), [ , ],V x t t t t t t V x t x t t t t t t t

1 1 1 2 3 0 1
( ( ), ; , , ), [ , ]V x t t t t t t t t , 

від яких можливо обчислити неперервні частинні похідні
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i i
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i i i

t x x
 

2 2
2

2 2

( 1,3), ( 1,2)i
T T

i i i i

V V
i i

x x x x
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пустимі керування 2 21 2
( ( ), ) ( 1,3), ( , , )( 1,2)

i i i
u x t t i u x x t i , вектор 0 1 2 3

( , , , )T t t t t , 

початкову точку 1 0
( )x t , що задовольняють стохастичним рівнянням Беллмана: 
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2

inf ( , , ) ( , , )

1
( , , ) ( , , ) , ( 1,3),

2

i i

T
i i

i i i i i iu t
i
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i i i i i iT

i i

V V
x u t f x u t
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V
tr x u t x u t i
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                        (30) 
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2 2

2
2

2 21 22 21 22 2 2 2( ) ( 1,2)
1 2

2

2 2 2 2 2 2

inf ( , , , , ) ( , , )
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( , , ) ( , , ) ,
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i
i i iu t i

i i
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i i i i i iT

i i

V V
x x u u t f x u t

t x

V
tr x u t x u t
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      (31) 

які пов’язані граничними умовами 

3 3 3 3 3 3 3
( ( ), ; ) ( ( ), ),V x t t t S x t t                                                (32) 

2 21 2 22 2 2 2 3 2 21 2 22 2 2

3 3 2 2 3 3 2 2 3

( ( ), ( ), ; , ) ( ( ), ( ), )

( ( ), ) ( ( ), ; ),

V x t x t t t t S x t x t t

B x t t V x t t t
                      (33) 

1 1 1 1 2 3 1 1 1 1

2 21 1 22 1 1 2 21 1 22 1 1 2 3

( ( ), ; , , ) ( ( ), )

( ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ; , )

V x t t t t t S x t t

B x t x t t V x t x t t t t
                        (34) 

із урахуванням умови (27) та умови 

1 0 0 0 0 1 1 2 2 3 3
1 1 0 0 1 2 3( )

ˆ
inf inf inf inf inf ( ( ), ; , , ).
x t X t t t t

J V x t t t t t                      (35) 

Тоді управління 2 21 22

ˆ ˆ
( , ) ( 1,3), ( , , ) ( 1,2)

i i i
u x t i u x x t i , вектор 

ˆ
T , початкова точка 

1 0

ˆˆ
x t  є оптимальними. 

 

4. Висновки 

1. Задача щодо оптимізації керування стохастичною складеною динамичною системою при 

повній інформації про вектор її стану з довільною схемою розгалужень траєкторії може 

бути розв’язана з використанням сформульованих у статті у вигляді теорем і доведених 

необхідних та достатніх умов оптимальності. 

2. Процедура застосування доведених теорем для розв’язання задач оптимального керу-

вання інформаційно-телекомунікаційними роботами складається з таких дій: переходу від 

стохастичної СДС, що пересувається по траєкторії з довільною схемою розгалужень, до 

розривної стохастичної системи із змінними розмірностями (мається на увазі кількість 

компонент вектора, а не його фізична розмірність) векторів стану, керування, збурення, 

повернення до вихідної схеми розгалужень із розмірностями векторів стану, керування, 

збурення, які відповідають моделям руху підсистем (блоків) ІТР (СДС) по окремих гілках 

траєкторії. 

Для оптимізації керування стохастичною СДС при повній інформації про вектор її 

стану, яка пересувається по траєкторії, схема розгалужень якої має центральну та бічні гіл-

ки і при цьому відсутня взаємодія підсистем після розділення, доцільно використовувати 

умови теореми 2. Ці умови сформульовано у термінах вихідної постановки задачі про оп-

тимізацію керування стохастичною складеною динамічною системою і тому являють со-

бою умови, повністю підготовлені для розробки на їх основі обчислювального алгоритму. 

3. Результатом розв’язання задачі оптимізації керування стохастичною СДС при повній 

інформації про вектор її стану є аналітична або алгоритмічна залежність вектора керування 
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кожною підсистемою (блоком) СДС від часу або від часу та поточного значення вектора 

стану, а також оптимальні значення моментів часу структурних перетворень СДС. 

4. Необхідні та достатні умови оптимальності, які разроблено у статті, доцільно викори-

стовувати для пошуку оптимального керування ІТР, що перебуває під дією стохастичних 

збурень (наприклад, політ у турбулентній атмосфері) в умовах, коли можливо знехтувати 

помилками бортових вимірювачів параметрів руху ІТР. 
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